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ABSTRAKT
Prˇedkla´dana´ bakala´ˇrska´ pra´ce se zaby´va´ problematikou komplexn´ıch potencia´l˚u v
izotropn´ı rovinne´ pruzˇnosti. Hlavn´ım c´ılem pra´ce je z´ıskat slozˇky tenzoru napeˇt´ı a vektoru
posuvu, ktere´ popisuj´ı pruzˇne´ chova´n´ı teˇlesa. Tento proble´m je prima´rneˇ rˇesˇen v matem-
aticke´ rovinneˇ pomoc´ı Airyho funkce napeˇt´ı a Muscheliˇsviliho komplexn´ıch potencia´l˚u.
Pra´ce je doplneˇna o potˇrebnou teorii pruzˇnosti a na za´veˇr je uka´za´no konkretn´ı rˇesˇen´ı
u´lohy hranove´ dislokace v nekonecˇne´m prostˇred´ı a porovna´n´ı jejich vy´sledk˚u s vy´sledky
z´ıskany´mi pomoc´ı MKP (metody konecˇny´ch prvk˚u).
KL´ICˇOVA´ SLOVA
Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´l, Airyho funkce, dislokace, osameˇla´ s´ıla, biharmonicka´
rovnice
ABSTRACT
The presented Bachelor Thesis investigates the problem of the complex potentials in
the isotropic elasticity. The objective of the work is acquiring the components of the
stress tensor and the displacement vector which describe the elasticity of continum.
This problem is primarily solved on the mathematical level by means of the Airy stress
function and the Muschelishvili´s complex potentials. The thesis is supplemented with the
necessary theory of the elasticity and finally the concrete solution of the edge dislocation
in the infinite domain is demonstrated and compared with the results acquired by FEM
method.
KEYWORDS
Muschelishvili´s complex potential, Airy function, dislocation, force alone, biharmonic
equation
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U´vod
Teorie komplexn´ıch potencia´l˚u je jedna z metod matematicke´ teorie rovinne´ pruzˇnosti
vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı funkc´ı komplexn´ı promeˇnne´ a jejich specificky´ch vlastnost´ı, ktere´ popis
dany´ch proble´mu˚ znacˇneˇ zjednodusˇuj´ı. Prˇestozˇe se v dnesˇn´ı dobeˇ vyuzˇ´ıva´ k rˇesˇen´ı
u´loh pruzˇnosti prˇeva´zˇneˇ numericky´ch metod, jako naprˇ. MKP (metoda konecˇny´ch
prvk˚u), tak teorie komplexn´ıch potencia´l˚u ma´ sve´ nezastupitelne´ mı´sto v proble-
matice rovinny´ch u´loh pruzˇnosti a vyplnˇuje mezeru mezi klasicky´m a numericky´m
prˇ´ıstupem a to zejme´na prˇi rˇesˇen´ı u´loh, ve ktery´ch se vyskytuje singularita v zat´ızˇen´ı
(naprˇ. osameˇla´ s´ıla) nebo geometricka´ singularita (naprˇ. dislokace).
Ideu uzˇit´ı funkc´ı komplexn´ı promeˇnne´ prˇi rˇesˇen´ı biharmonicke´ho proble´mu poprve´
popsal francouzsky´ matematik E. Goursatem v roce 1896. Komplexn´ı promeˇnou do
matematicke´ teorie rovinne´ pruzˇnosti zavedli i mnoz´ı dalˇs´ı, uved’me naprˇ. Leviho,
Kolosova a zejme´na N. I. Muscheliˇsviliho.
Prˇedkla´dana´ bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ popisem problematiky komplexn´ıch po-
tencia´l˚u a aplikac´ı na neˇktere´ u´lohy rovinne´ pruzˇnosti. C´ılem pruzˇnosti je popis
chova´n´ı teˇlesa prˇi vneˇjˇs´ım zat´ızˇen´ı a k tomu potrˇebujeme zna´t slozˇky tenzoru napeˇt´ı,
prˇ´ıpadneˇ vektoru posuvu, ktere´ toto chova´n´ı popisuj´ı. Naj´ıt slozˇky tenzoru napeˇt´ı a
posuvy je tedy i c´ılem teorie komplexn´ıch potencia´l˚u.
Struktura pra´ce je na´sleduj´ıc´ı. Prvn´ı kapitola popisuje proble´m rˇesˇen´ı rovnic
rovnova´hy a kompatibility prˇi dany´ch okrajovy´ch podmı´nka´ch. Tato u´loha je za´-
kladn´ım proble´mem pruzˇnosti a je zde uka´zan jej´ı prˇevod na biharmonickou funkci
a na´sledne´ vyja´drˇen´ı te´to funkce pomoc´ı komplexn´ıch potencia´l˚u. Na konci kapi-
toly je odvozeno vyja´drˇen´ı slozˇek tenzoru napeˇt´ı a posuv˚u pomoc´ı komplexn´ıch po-
tencia´l˚u. V druhe´ kapitole je uka´za´n jeden ze zp˚usob˚u jaky´m lze nale´zt komplexn´ı
potencia´ly. Tato u´loha je obecneˇ velmi na´rocˇna´. Tvar komplexn´ıch potencia´l˚u je da´n
charakterem u´lohy a zde bude uvedeno odvozen´ı pro prˇ´ıpad izolovane´ s´ıly a hranove´
dislokace. Posledn´ı kapitola je veˇnova´na aplikaci teorie komplexn´ıch potencia´l˚u na
konkretn´ı u´lohu a porovna´n´ı vy´sledk˚u s vy´sledky z´ıskany´mi pomoc´ı MKP. Pra´ce ob-
sahuje i dva dodatky. V dodatku A jsou prˇipomenuty potrˇebne´ matematicke´ pojmy




promeˇnne´ na teorii rovinne´
pruzˇnosti
V te´to kapitole vyja´drˇ´ıme vztah mezi biharmonickou funkc´ı (tzv. Airyho funkc´ı) U
a slozˇkami tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy, σyy, prˇ´ıpadneˇ slozˇkami vektoru posunut´ı ux, uy.
Da´le vyja´drˇ´ıme Airyho funkci U pomoc´ı vhodny´ch funkc´ı komplexneˇ promeˇnne´ ϕ
a ψ, tzv. Muscheliˇsviliho komplexn´ıch potencia´l˚u. Vy´znamem jednotlivy´ch pojmu˚
rovinne´ pruzˇnosti se v te´to kapitole nebudeme zaby´vat, strucˇny´ popis, jejich fyzika´ln´ı
vy´znam a souvisej´ıc´ı matematicke´ vztahy jsou uvedeny v dodatku A a B. Vesˇkere´
definice, veˇty a jejich d˚ukazy lze nale´zt naprˇ. v [1],[2],[3].
1.1 Airyho funkce jako rˇesˇen´ı rovnic rovnova´hy a
kompatibility
Definice 1.1 Teˇlesem T nazy´va´me otevrˇenou souvislou mnozˇinu, jej´ıˇz hranice je
tvorˇena konecˇny´m pocˇtem po cˇa´stech hladky´ch, jednoduchy´ch krˇivek konecˇny´ch, u-
zavrˇeny´ch, nebo jednoduchy´ch krˇivek nekonecˇny´ch.
Jako teˇleso T budeme da´le uvazˇovat teˇleso jednodusˇe souvisle´, cozˇ je teˇleso, jehozˇ
hranice je tvorˇena pra´veˇ jednou krˇivkou vyhovuj´ıc´ı podmı´nka´m definice 1.1.
Meˇjme v teˇlese T slozˇky tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy = σyx, σyy a nulove´ objemove´














∆(σxx + σyy) = 0.
Pu˚sob´ı-li na hranici teˇlesa vneˇjˇs´ı s´ıly, tak slozˇky tenzoru napeˇt´ı mus´ı nav´ıc
splnˇovat neˇjake´ podmı´nky na hranici teˇlesa, tzv. okrajove´ podmı´nky.
Rˇesˇen´ı soustavy rovnic (1.1) splnˇuj´ıc´ı dane´ okrajove´ podmı´nky je obecneˇ znacˇny´
proble´m a to i u jednoduchy´ch u´loh, proto rˇesˇen´ı hleda´me pomoc´ı tzv. biharmonicke´











jej´ızˇ prvn´ı derivace vyhovuj´ı prˇedepsany´m okrajovy´m podmı´nka´m. Funkci U nazy´-
va´me Airyho funkc´ı.
Vztah mezi rovnicemi rovnova´hy a kompatibility (1.1) a Airyho funkc´ı (1.2)
popisuje na´sleduj´ıc´ı veˇta.
Veˇta 1.1 Necht’ T je jednodusˇe souvisle´ teˇleso. Pak nutna´ a postacˇuj´ıc´ı podmı´nka,














∆(σxx + σyy) = 0











Veˇta 1.1 tedy tvrd´ı, zˇe pokud je v teˇlese T neˇjaka´ napjatost (slozˇky tenzoru napeˇt´ı
σxx, σxy, σyy), tak j´ı odpov´ıda´ urcˇita´ Airyho funkce a naopak.
1.2 Vyja´drˇen´ı Airyho funkce pomoc´ı holomorfn´ıch
funkc´ı
Definice 1.2 Komplexn´ı funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ktera´ je definovana´ na






















Vztahy (1.4) jsou tzv. Cauchy-Riemannovy podmı´nky. Pokud jsou vsˇechny podmı´nky

























Holomorfn´ı funkce f(z) ma´ vlastnosti:
1. soucˇet, soucˇin a pod´ıl dvou holomorfn´ıch funkc´ı je opeˇt funkce holomorfn´ı,
2. derivace holomorfn´ı funkce je holomorfn´ı funkce,
3. integrace holomorfn´ı funkce je holomorfn´ı funkce,













(z − z0)k+1 dx,
kde ∂C je libovolna´ kruzˇnice se strˇedem v z0 lezˇ´ıc´ı v C,
5. Rea´lna´ cˇa´st u(x, y) a imagina´rn´ı cˇa´st v(x, y) holomorfn´ı funkce f(z) jsou har-
monicke´ funkce,
Definice 1.3 Rea´lnou funkci u(x, y) nazveme harmonickou funkc´ı v neˇjake´ oblasti
G ⊂ R2, ma´-li u(x, y) v G spojite´ parcia´ln´ı derivace prvn´ıho a druhe´ho rˇa´du a







pro kazˇdy´ bod [x, y] ∈ G.
Rovnici (1.6) cˇasto zapisujeme pomoc´ı tzv. Laplaceova opera´toru ∆
∆u(x, y) = 0.
Harmonicka´ funkce ma´ tuto d˚ulezˇitou vlastnost: Ma´me-li harmonickou funkci u(x, y),
pak k n´ı mu˚zˇeme snadno nale´zt funkci harmonicky sdruzˇenou v(x, y) vyhovuj´ıc´ı
Cauchy-Riemannovy´m podmı´nka´m (1.4) tak, zˇe plat´ı
f(z) = u(x, y) + iv(x, y),
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kde f(z) je funkce holomorfn´ı. Tedy plat´ı
u(x, y) = Re[f(z)], (1.7)
kde u(x, y) je funkce harmonicka´ a f(z) funkce holomorfn´ı.
Proble´m rˇesˇen´ı soustavy rovnic (1.1) jsme pomoc´ı veˇty 1.1 prˇevedli na jednodusˇsˇ´ı
proble´m naj´ıt Airyho funkci U . Obecneˇ je i tento proble´m velmi slozˇity´ a proto se
jej opeˇt snazˇ´ıme prˇeve´st na proble´m jednodusˇsˇ´ı a to zaveden´ım komplexn´ıch funkc´ı
ϕ(z) a χ(z), ktere´ mus´ı splnˇovat dane´ okrajove´ podmı´nky.
Pozna´mka: Funkce ϕ(z) a χ(z) se nazy´vaj´ı te´zˇ komplexn´ımi potencia´ly nebo tzv.
Muscheliˇsviliho komplexn´ımi potencia´ly.
Vztah mezi Airyho funkc´ı U a komplexn´ımi potencia´ly ϕ(z) a χ(z) vyjadrˇuje
na´sleduj´ıc´ı veˇta.
Veˇta 1.2 Necht’ U(x, y) je biharmonicka´ funkce (Airyho funkce) definovana´ na
jednodusˇe souvisle´m teˇlese T . Pak existuj´ı holomorfn´ı funkce ϕ(z), χ(z) v T takove´,
zˇe
U(x, y) = Re[z¯ϕ(z) + χ(z)]. (1.8)
Du˚kaz: Polozˇme P (x, y) = ∆U(x, y). Pak funkce P (x, y) je harmonicka´, protozˇe
plat´ı ∆P = ∆∆U = 0. Podle vztahu (1.7) existuje funkce κ(z) holomorfn´ı v T
takova´, zˇe
P (x, y) = Re[κ(z)].
Funkce κ(z) je tedy ve tvaru








kde z0 a z jsou body teˇlesa T . Funkce ϕ(z) je holomorfn´ı v T (T je jednodusˇe souvisle´
teˇleso) a plat´ı pro ni ϕ′(z) = 1
4
κ(z). Da´le necht’
ϕ(z) = p(x, y) + iq(x, y)















(P (x, y) + iQ(x, y)). (1.11)
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Funkce ϕ(z) je holomorfn´ı, takzˇe splnˇuje Cauchy-Riemannovy podmı´nky (1.4) a

















Da´le budeme hledat funkci U(x, y) ve tvaru
U(x, y) = xp(x, y) + yq(x, y) + r(x, y),
kde r(x, y) je harmonicka´ funkce. Z vlastnost´ı holomorfn´ı funkce ϕ(z) plyne har-
monicˇnost funkc´ı p(x, y) a q(x, y) v T a uka´zˇeme, zˇe plat´ı
∆[U(x, y)− xp(x, y)− yq(x, y)] = 0. (1.13)



























cozˇ podle (1.12) a podle (1.6) je identicky rovno nule. Rovnice (1.13) je tedy splneˇna
tehdy a jen tehdy, kdyzˇ
U(x, y) = xp(x, y) + yq(x, y) + r(x, y), (1.14)
kde r(x, y) je harmonicka´ funkce. Funkce U(x, y) je dle prˇedpokladu biharmonicka´
(Airyho). Toho jsme vyuzˇili prˇi konstrukci funkce κ(z). Z (1.14) je prˇ´ımo videˇt,
zˇe ∆∆U = 0. Protozˇe r(x, y) je harmonicka´ funkce, tak pro ni plat´ı ∆r = 0 a i
∆∆r = 0. Da´le p i q jsou harmonicke´, takzˇe






















Protozˇe funkce r(x, y) je harmonicka´, tak podle (1.7) existuje v T holomorfn´ı funkce
χ(z) takova´, zˇe
r(x, y) = Re[χ(z)].
Da´le
xp+ yq = Re[z¯ϕ(z)],
nebot’ plat´ı
z¯ϕ(z) = (x− iy)(p+ iq) = (xp+ yq) + i(xq − yp).
Nasˇli jsme tedy holomorfn´ı funkce ϕ(z) a χ(z) takove´, zˇe
U(x, y) = Re[z¯ϕ(z) + χ(z)],
cozˇ jsme chteˇli doka´zat.
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1.3 Vyja´drˇen´ı r˚uzny´ch vy´raz˚u pomoc´ı funkc´ı na-
pjatosti
Definice 1.4 Funkcemi napjatosti se rozumı´ funkce U(x, y), ϕ(z), χ(z) a jejich de-
rivace.
Da´le pro komplexn´ı potencia´ly (Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly) zavedeme
znacˇen´ı
Φ(z) = ϕ′(z), ψ(z) = χ′(z), Ψ = ψ′(z). (1.15)
Nyn´ı vyja´drˇ´ıme vztahy pro vy´pocˇet slozˇek tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy, σyy, posuv˚u
ux, uy a slozˇek vy´sledne´ s´ıly Fx, Fy p˚usob´ıc´ı pode´l krˇivky s koncovy´mi body a a b
prˇ´ımo pomoc´ı funkc´ı napjatosti (bez nutnosti uzˇit´ı funkce U).







= ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z), (1.16)
Fx + iFy = −i
(
[ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z)]ba
)
, (1.17)
2µ(ux + iuy) = κϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z), (1.18)
σxx + σyy = ∆U = 2(ϕ
′(z) + ϕ′(z)) = 4Re[Φ(z)], (1.19)
σyy − σxx + 2iσxy = 2(zϕ′′(z) + ψ′(z)) = 2(zΦ′(z) + Ψ(z)), (1.20)
kde κ splnˇuje vztah
κ = 3− 4σ




pro rovinnou napjatost. Konstanta σ je materia´lova´ konstanta a jej´ı fyzika´ln´ı vy´znam
je strucˇneˇ uveden v dodatku B.
Du˚kaz: Necht’ U je Airyho funkce, pak podle (1.8) plat´ı
U(x, y) = Re[z¯ϕ(z) + χ(z)].
Protozˇe
2Re[χ(z)] = χ(z) + χ(z), 2Re[zϕ(z)] = zϕ(z) + zϕ(z),
tak mu˚zˇeme funkci U vyja´drˇit takto
2U = zϕ(z) + zϕ(z) + χ(z) + χ(z). (1.21)
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= i(−ϕ+ zϕ′ + ϕ− zϕ′ + χ′ − χ′), (1.23)













1) Secˇten´ım rovnic (1.22) a (1.23) na´sobenou vy´razem i a vyuzˇit´ım vztah˚u (1.15)
dostaneme snadno rovnici (1.16).
2) Rovnici (1.17) dostaneme dosazen´ım (1.16) do veˇty 2.7.11 uvedenou v [1].
3) Rovnice (1.18) plyne azˇ na linearn´ı cˇlen ze vztahu 1.16) a pozna´mky 3 k veˇte
2.6.12 uvedenou v [1].




= 2ϕ′ + zϕ′′ + 2ϕ′ + zϕ′′ + χ′′ + χ′′, (1.24)




= 2ϕ′ − zϕ′′ + 2ϕ′ − zϕ′′ − χ′′ − χ′′ (1.25)






= 2(ϕ′ + ϕ′) = 2(p′ + iq′ + p′ − iq′) = 4p′ = 4Re[ϕ′] = 4Re[Φ],




= i(zϕ′′ − zϕ′′ + χ′′ − χ′′),
pote´ od te´to rovnice odecˇteme rovnici (1.24) na´sobenou vy´razem i, tedy
−(σxy + iσyy) = −i(ϕ′ + ϕ′ + zϕ′′ + χ′′). (1.26)




= i(zϕ′′ − zϕ′′ + χ′′ − χ′′).
















Tuto rovnici vyna´sob´ıme vy´razem −i a prˇicˇteme rovnici (1.25), cˇ´ımzˇ dostaneme
σxx + iσxy = (ϕ
′ + ϕ′ − zϕ′′ − χ′′). (1.27)
Vyna´soben´ım rovnice (1.26) vy´razem i a rovnice (1.27) vy´razem (−1) a jejich secˇten´ım
dostaneme vztah
σyy − σxx − 2iσxy = 2(zϕ′′ + χ′′).
Prˇechodem ke komplexneˇ sdruzˇeny´m hodnota´m a vyuzˇit´ım vztah˚u (1.15) dostaneme
ihned tvar (1.20).
Pozna´mka: V bodeˇ 3) prˇedchoz´ıho d˚ukazu jsme rˇekli, zˇe se v rovnici (1.18) neuvazˇuje
linea´rn´ı cˇlen, ktery´ ma´ tvar 2µ(iεz+α+iβ). Funkce napjatosti lze volit tak, zˇe tento
cˇlen je jizˇ zahrnut ve vy´razu κϕ(z)− zϕ′(z)−ψ(z) a vztah (1.18) tedy plat´ı prˇesneˇ.
Da´le budeme uvazˇovat, zˇe funkce napjatosti jsou vzˇdy takove´, zˇe rovnice (1.18) plat´ı.
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Kapitola 2
Izolovana´ s´ıla a hranova´ dislokace
V te´to kapitole nejprve uka´zˇeme, jak se zmeˇn´ı tvar Musheliˇsvilo komplexn´ıch po-
tencia´l˚u prˇi posunut´ı sourˇadne´ho syste´mu a pote´ odvod´ıme konkre´tn´ı tvar Muscheli-
sˇviliho komplexn´ıch potencia´l˚u pro dva prˇ´ıpady, pro izolovanou s´ılu a pro hranovou
dislokaci. Vesˇkere´ definice, veˇty a jejich d˚ukazy lze nale´zt naprˇ. v [2],[3],[6].
2.1 Pravidlo pro posunut´ı Muscheliˇsviliho kom-
plexn´ıch potencia´l˚u
Meˇjme neˇjaky´ sourˇadny´ syste´m s pocˇa´tkem O. Necht’ je tento pocˇa´tek prˇesunut do
bodu z0 = x0 + iy0 a necht’ bod z = x+ iy a bod z1 = x1 + iy1 je oznacˇen´ı jednoho a
te´hozˇ bodu ve stare´m sourˇadne´m syste´mu a v nove´m sourˇadne´m syste´mu, pak pro
bod z = x+ iy stare´ho sourˇadne´ho syste´mu plat´ı vztah
z = z1 + z0.
Tvar Muscheliˇsviliho komplexn´ıch potencia´l˚u (1.15) bude prˇi posunu pocˇa´tku sou-
rˇadnic O do bodu z0 = x0 + iy0 vypadat takto, viz [6]
Φ(z) = Φ1(z − z0), Ψ(z) = Ψ1(z − z0)− z0Ψ′1(z − z0), (2.1)
kde Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly Φ1(z1),Ψ1(z1) maj´ı stejnou funkci v nove´m
sourˇadne´m syste´mu jako Φ(z),Ψ(z) ve stare´m sourˇadne´m syste´mu.
2.2 Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly pro prˇ´ı-
pad izolovane´ s´ıly
Nyn´ı odvod´ıme tvar Muscheliˇsviliho komplexn´ıch potencia´l˚u ϕ a ψ pro prˇ´ıpad izolo-
vane´ s´ıly p˚usob´ıc´ı na teˇleso.
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Necht’ v pocˇa´tku sourˇadne´ho syste´mu p˚usob´ı izolovana´ s´ıla F0 = F0x + iF0y a
necht’ jsou prˇedepsa´ny na´sleduj´ıc´ı okrajove´ podmı´nky v pocˇa´tku sourˇadnic O a v
nekonecˇnu (z =∞), tedy:
1. v okol´ı pocˇa´tku sourˇadnic O mus´ı by´t pole napeˇt´ı v rovnova´ze s F0x a F0y ,
2. v okol´ı pocˇa´tku sourˇadnic O mus´ı slozˇky posunut´ı ux, uy splnˇovat podmı´nku
spojitosti,
3. pro bod z jdouc´ı k nekonecˇnu (z =∞) mus´ı pole napeˇt´ı konvergovat k nule.




df = [f ]ba = f(b)− f(a),
kde L je libovolneˇ mala´ smycˇka obklopuj´ıc´ı pocˇa´tek sourˇadnic O.








d(Fx + iFy) = [Fx + iFy]
b
a =
= Fx(b) + iFy(b)− Fx(a)− iFy(a) = F0x + iF0y , (2.2)
kde
[F ] = [Fx + iFy]
je vy´sledna´ s´ıla p˚usob´ıc´ı pode´l smycˇky L. Bod 2 prˇedepsany´ch okrajovy´ch podmı´nek,
posunut´ı u = ux + iuy mus´ı splnˇovat podmı´nku spojitosti, nebo-li
2µ[ux + iuy] = 0. (2.3)










Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly ϕ(z) a ψ(z) se hledaj´ı pomoc´ı (1.17), (1.18),
(2.2) a (2.4) ve tvaru
ϕ(z) = A ln z, ψ(z) = B ln z, (2.5)
kde A,B jsou obecneˇ komplexn´ı konstanty
A = A1 + iA2, B = B1 + iB2.
Pozna´mka: Prˇ´ıtomnost osameˇle´ s´ıly zp˚usob´ı skokovou zmeˇnu v pr˚ubeˇhu napeˇt´ı v
mı´steˇ jej´ıho p˚usoben´ı (jako prˇ´ıklad mu˚zˇeme uve´st prˇ´ımy´ prut zat´ızˇeny´ osameˇlou
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silou). Toto nespojite´ chova´n´ı se da´ popsat pra´veˇ funkc´ı logaritmus z d˚uvodu svy´ch
vlastnost´ı v komplexn´ım oboru.
Konstanty A,B z´ıska´me uzˇit´ım rovnic (1.17), (1.18), (2.2), (2.3) a (2.5), kde
nav´ıc vyuzˇijeme vlastnost´ı logaritmu a symbolu [ ], tedy
[ln z] = [ln r + iϕ]2pi0 = 2pii,[
ln z
]
= [ln r− iϕ]2pi0 = −2pii.
Dosazen´ım prˇedchoz´ıch vztah˚u do rovnic (1.17), (1.18) z´ıska´me









= κA2pii +B2pii = 0,































= [cos 2ϕ+ i sin 2ϕ]2pi0 = 0.

































Konstanty A a B dosad´ıme do prˇedpokla´dane´ho rˇesˇen´ı (2.5) a z´ıska´me hledane´





ln z, ψ(z;F0, 0) = − κF0
2pi(1 + κ)
ln z. (2.6)
Za´pis ϕ(z;F0, 0) a ψ(z;F0, 0) znacˇ´ı, zˇe izolovana´ s´ıla F ma´ p˚usobiˇsteˇ v pocˇa´tku








Pokud bude izolovana´ s´ıla p˚usobit v bodeˇ z0 = x0 + iy0, tak mus´ıme vztahy d´ıky





z − z0 , (2.8)
Ψ(z;F0, z0) = − κF0
2pi(1 + κ)
1




(z − z0)2 . (2.9)
Nyn´ı ma´me hledane´ Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly pro prˇ´ıpad izolovane´
s´ıly p˚usob´ıc´ı v bodeˇ z0 = x0 + iy0. Pro z´ıska´n´ı slozˇek tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy, σyy a
posuv˚u ux a uy stacˇ´ı dosadit vztahy (2.8) a (2.9) do rovnic (1.18)-(1.20), ktere´ po













σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)],




2.3 Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly pro hra-
novou dislokaci
Nyn´ı odvod´ıme tvar Muscheliˇsviliho komplexn´ıch potencia´l˚u ϕ a ψ pro nespojitost
vektoru posunut´ı u = ux + iuy (hranovou dislokaci), ktery´ je z hlediska modelova´n´ı
trhlin cˇasto vy´hodneˇjˇs´ı.
Necht’ u je vektor posunut´ı pro jehozˇ nespojitost pode´l urcˇite´ poloprˇ´ımky (pro
tzv. rovinnou hranovou dislokaci) plat´ı
[u] = [ux + iuy] = b = bx + iby,
kde b = bx + iby je tzv. Burgers˚uv vektor, ktery´ urcˇuje velikost a smeˇr posunut´ı u
na urcˇite´ poloprˇ´ımce, kterou budeme da´le nazy´vat dislokacˇn´ı poloprˇ´ımkou. Symbol
[ ] zde ma´ stejny´ vy´znam jako v prˇ´ıpadeˇ izolovane´ s´ıly (cˇa´st 2.2) s t´ım rozd´ılem, zˇe
smycˇka L obklopuje nyn´ı krajn´ı bod poloprˇ´ımky.
Okrajove´ podmı´nky pro hranovou dislokaci mu˚zˇeme formulovat na´sledovneˇ:
1. vy´slednice pole napeˇt´ı pode´l uzavrˇene´ krˇivky obklopuj´ıc´ı koncovy´ bod dis-
lokacˇn´ı poloprˇ´ımky mus´ı by´t nulova´,
2. vy´sledne´ posunut´ı u pode´l uzavrˇene´ krˇivky obklopuj´ıc´ı koncovy´ bod dislokacˇn´ı
poloprˇ´ımky mus´ı by´t rovno Burgersovu vektoru dislokace b = bx + iby,
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Obra´zek 2.3.1: Dislokace s Burgersovy´m vektorem b = bx + iby, na dis-
lokacˇn´ı poloprˇ´ımce s koncovy´m bodem v pocˇa´tku sourˇadnic.
3. pro bod z jdouc´ı k nekonecˇnu (z =∞) mus´ı pole napeˇt´ı konvergovat k nule.
Necht’ koncovy´ bod dislokacˇn´ı poloprˇ´ımky je umı´steˇn v pocˇa´tku sourˇadnic O,
pak bod 1 prˇedepsany´ch okrajovy´ch podmı´nek lze vyja´drˇit s vyuzˇit´ım symbolu [ ]
takto
[F ] = [Fx + iFy] = 0.
Obdobneˇ vyja´drˇ´ıme i druhou okrajovou podmı´nku
[u] = [ux + iuy] = b = bx + iby.
Bod 3 okrajovy´ch podmı´nek je stejny´ jako v prˇ´ıpadeˇ izolovane´ s´ıly (cˇa´st 2.2) a tedy
pro neˇj plat´ı podmı´nky (2.4).
Nyn´ı zavedeme symbol λ takto
λ =
E
8(1− σ2)pi , (2.10)
kde E a σ jsou materia´love´ konstanty, jejichzˇ fyzika´ln´ı vy´znam je strucˇneˇ poda´n v
dodatku B.
Forma´lneˇ je u´loha pro hranovou dislokaci totozˇna´ s u´lohou izolovane´ s´ıly. Budeme-
li tedy sledovat stejny´ postup jako v prˇ´ıpadeˇ u´lohy pro izolovanou s´ılu (cˇa´st 2.2),
tak komplexn´ı potencia´ly ϕ a ψ budeme hledat ve tvaru
ϕ(z; b, 0) = −iλb ln z, ψ(z; b, 0) = iλb ln z, (2.11)
Za´pis ϕ(z; b, 0) a ψ(z; b, 0) oznacˇuje, zˇe Burgers˚uv vektor b na´lezˇ´ı dislokacˇn´ı poloprˇ´ımce,
jej´ızˇ koncovy´ bod lezˇ´ı v pocˇa´tku sourˇadnic O. Pomoc´ı (1.15) a (2.11) z´ıska´me
Φ(z; b, 0) = −iλb1
z





Pokud prˇesuneme koncovy´ bod dislokacˇn´ı polorˇ´ımky z pocˇa´tku sourˇadnic O do
bodu z0 = x0 + iy0 tak pomoc´ı transformacˇn´ıho pravidla (2.1) a (2.12) dostaneme
na´sleduj´ıc´ı tvar Muscheliˇsviliho komplexn´ıch potencia´l˚u ϕ a ψ pro dislokaci v bodeˇ
zo s Burgersovy´m vektorem b = bx + iby
Φ(z; b, z0) = −iλ b
z − z0 , Ψ(z; b, z0) = iλ
b
z − z0 + iλb
z0
(z − z0)2 . (2.13)
Nyn´ı ma´me hledane´ Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly pro prˇ´ıpad hranove´
dislokace s koncovy´m bodem dislokacˇn´ı poloprˇ´ımky v bodeˇ z0 = x0+iy0. Pro z´ıska´n´ı
slozˇek tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy, σyy a posuv˚u ux a uy stacˇ´ı jako v prˇedcha´zej´ıc´ı u´loze













σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)],






Diskuse - hranova´ dislokace v
nekonecˇne´m prostrˇed´ı
V te´to kapitole aplikujeme dosazˇene´ vy´sledky z prˇedchoz´ıch kapitol na konkretn´ı
u´lohu. Konkre´tneˇ tedy Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly pro hranovou dislokaci
(cˇa´st 2.3) na u´lohu hranove´ dislokace. Uvedeme formulaci u´lohy, jej´ı analyticke´ rˇesˇen´ı
a srovna´n´ı s vy´sledky dosazˇeny´ch pomoc´ı MKP (Metody konecˇny´ch prvk˚u).
Formulace proble´mu
Uvazˇujme hranovou dislokaci v komplexn´ı rovineˇ zadanou dle obra´zku 3.1. Velikost
hranove´ dislokace popisuje Burges˚uv vektor b = bx + iby (viz cˇa´st 2.3), ktery´ v
tomto prˇ´ıpadeˇ ma´ velikost b = 0, 2i. Da´le uvazˇujme nekonecˇne´ teˇleso,ktere´ je tvorˇeno
homogenn´ım, isotropn´ım, linea´rneˇ elasticky´m materia´lem s teˇmito charakteristikami:
E = 200 GPa, σ = 0, 3,
kde E je tzv. Young˚uv model pruzˇnosti a σ je Poissonovo cˇ´ıslo.
Nasˇ´ım c´ılem je nale´zt pr˚ubeˇhy pro slozˇky tenzoru napeˇt´ı pode´l kladne´ osy x a y
(σxx a σyy) pomoc´ı Muscheliˇsviliho komplexn´ıch potencia´l˚u a na´sledneˇ je porovnat
s hodnotami napeˇt´ı z´ıskany´ch pomoc´ı MKP. Hodnoty slozˇek tenzoru napeˇt´ı budeme
hledat v rˇezu, ktery´ je veden ve smeˇru kladne´ osy x (viz obr. 3.1).
Rˇesˇen´ı
Hodnoty E a σ dosad´ıme do vztahu pro λ (2.10) a tu na´sledneˇ dosad´ıme do vztah˚u
pro komplexn´ı potencia´ly (2.12). Takto z´ıskane´ tvary Muscheliˇsviliho komplexn´ıch
potencia´l˚u jizˇ jen dosad´ıme do rovnic pro σxx a σyy.
σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)],
σyy = Re[2Φ(z) + zΦ
′(z) + Ψ(z)].
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Obra´zek 3.1: Hranova´ dislokace v nekonecˇne´m prostrˇed´ı s korˇenem dis-
lokace v pocˇa´tku sourˇadnic.
Hodnoty z teˇchto vy´raz˚u vyneseme do graf˚u spolecˇneˇ s prˇ´ıslusˇny´mi hodnotami
z´ıskany´ch pomoc´ı MKP. Pro σyy je pr˚ubeˇh napeˇt´ı zaznamena´n v grafu 3.2 a pro
σxx v grafu 3.3.
Srovna´n´ı vy´sledk˚u: Z grafu 3.2 popisuj´ıc´ı pr˚ubeˇh napeˇt´ı σyy pode´l osy y je pa-
trne´, zˇe v oblasti bl´ızke´ korˇenu dislokace (pocˇa´tek sourˇadnic) se numericke´ rˇesˇen´ı
zacˇ´ına´ znacˇneˇ liˇsit od rˇesˇen´ı analyticke´ho a to z d˚uvodu singularity v korˇenu dis-
lokace, ktera´ nejde pomoc´ı MKP namodelovat (v tomto bodeˇ by hodnota napeˇt´ı
meˇla by´t v nekonecˇnu). Naopak ve vzda´lenosti 8 − 25 mm od pocˇa´tku sourˇadnic
jsou vy´sledky z´ıskane´ analyticky i numericky te´meˇrˇ shodne´. Ve vzda´lenosti veˇtsˇ´ı
nezˇ 25 mm zacˇ´ınaj´ı by´t hodnoty z´ıskane´ numericky znacˇneˇ neprˇesne´, dokonce v
dostatecˇne´ vzda´lenosti od pocˇa´tku sourˇadnic (cca 50 mm) dosta´va´me zaporne´ hod-
noty napeˇt´ı. Tato chyba je zp˚usobena modelem, ktery´ na hranici teˇlesa mus´ı mı´t
prˇedepsanou okrajovou podmı´nku oproti nasˇemu prˇedpokladu nekonecˇne´ho teˇlesa.
Pro pr˚ubeˇh napeˇt´ı σxx pode´l osy x (graf 3.3) plat´ı stejne´ za´veˇry s t´ım rozd´ılem, zˇe
zde oblast ve ktere´ se hodnoty z´ıskane´ analyticky a numericky prˇ´ıliˇs neliˇs´ı je veˇtsˇ´ı
(cca 8− 55 mm).
Pozna´mka: Analyticky z´ıskane´ hodnoty napeˇt´ı byly vypocˇ´ıta´ny za pomoci pro-
gramu MAPLE a pro srovna´n´ı byly pouzˇity hodnoty z´ıskane´ numericky pomoc´ı
MKP. Tyto hodnoty byly prˇevzaty z opor volitelne´ho prˇedmeˇtu Vy´pocˇtove´ mode-
lova´n´ı metodou konecˇny´ch prvk˚u v programove´m syste´mu ANSYS, ktery´ je vyucˇova´n
na fakulteˇ strojn´ıho inzˇeny´rstv´ı VUT Brno. Popis modelu:
 model geometrie: dvourozmeˇrna´ u´loha (rovinna´ napjatost), teˇleso o polomeˇru
r = 200 mm,
 model materia´lu: isotropn´ı, homogenn´ı, linea´rneˇ elasticke´ kontinuum s ma-
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teria´lovy´mi charakteristikami E = 200 GPa, σ = 0, 3,
 okrajove´ podmı´nky: na hranici teˇlesa byl omezen kolmy´ posuv,
 dislokace byla simulova´na rozevrˇen´ım teˇlesa o 0, 2 mm,
 hustota konecˇnoprvkove´ s´ıteˇ v okol´ı singularity byla 0, 1 mm.
Grafy pr˚ubeˇhu napeˇt´ı
Graf 3.2: Pr˚ubeˇh napeˇt´ı σyy pode´l osy y.
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Graf 3.3: Pr˚ubeˇh napeˇt´ı σxx pode´l osy x.
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Za´veˇr
Bakala´rˇska´ pra´ce si kladla za c´ıl sezna´men´ı se s teoreticky´mi za´klady funkc´ı kom-
plexn´ı promeˇnne´ a tzv. Muscheliˇsviliho popisem proble´mu˚ rovinne´ pruzˇnosti po-
moc´ı komplexn´ıch potencia´l˚u a na´sledneˇ aplikovat teorii komplexn´ıch potencia´l˚u na
neˇktere´ u´lohy rovinne´ pruzˇnosti - hranova´ dislokace, osameˇla´ s´ıla.
Teˇchto c´ıl˚u bylo dosazˇeno na´sledovneˇ. V prvn´ı kapitole bylo popsa´no rˇesˇen´ı
rovnic rovnova´hy a kompatibility prˇi dany´ch okrajovy´ch podmı´nka´ch a to pomoc´ı
tzv. Airyho funkce, kterou jsme na´sledneˇ vyja´drˇili pomoc´ı komplexn´ıch potencia´l˚u
a na konci kapitoly bylo odvozeno vyja´drˇen´ı r˚uzny´ch vy´raz˚u pomoc´ı komplexn´ıch
potencia´l˚u. Druha´ kapitola se zaby´vala konkretn´ım hleda´n´ım tvar˚u komplexn´ıch po-
tencia´l˚u pro prˇ´ıpad izolovane´ s´ıly a hranove´ dislokace. Ve trˇet´ı, posledn´ı kapitole
byla pak na konkretn´ı u´loze hranove´ dislokace uka´za´na aplikace komplexn´ıch po-
tencia´l˚u. Vy´sledne´ hodnoty slozˇek tenzoru napeˇt´ı σxx a σyy z´ıskane´ analyticky´m
vy´pocˇtem byly spolecˇneˇ s vy´sledky z´ıskany´mi pomoc´ı metody MKP zaneseny do
graf˚u a srovna´ny. Srovna´n´ı uka´zalo, zˇe metoda konecˇny´ch prvk˚u byla dle ocˇeka´va´n´ı
neprˇesna´ v bl´ızke´m okol´ı singularity v pocˇa´tku sourˇadnic, kde byl umı´steˇn korˇen
dislokace a da´le docha´zelo k neprˇesnostem pokud jsme se bl´ızˇili k okraji teˇlesa a to z
d˚uvodu prˇedepsany´ch okrajovy´ch podmı´nek ve vy´pocˇtove´m modelu (pro analyticky´
vy´pocˇet jsme uvazˇovali nekonecˇne´ teˇleso).
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V te´to prˇ´ıloze je strucˇneˇ poda´n doplnˇuj´ıc´ı vy´klad matematicky´ch pojmu˚, ktere´ byly
pouzˇity v prˇedchoz´ıch kapitola´ch. Uvedene´ definice lze nale´zt naprˇ. v [1],[2],[4],[7].
Otevrˇena´ mnozˇina: Mnozˇina M obsahuj´ıc´ı pouze vnitrˇn´ı body M = intM . To
znamena´, zˇe na´lezˇ´ı-li neˇjaky´ bod A mnozˇineˇ M , pak do n´ı spada´ i cele´ okol´ı bodu
A neboli
M je otevrˇena´, pokud pro ∀A ∈M, ∃O(A, r) takove´,zˇe O(A, r) ⊆M.
Souvisla´ mnozˇina: Mnozˇinu nazveme souvislou, kdyzˇ kazˇde´ dva jej´ı body mu˚zˇeme
spojit lomenou cˇa´rou lezˇ´ıci v te´to mnozˇineˇ.
Hranice mnozˇiny: Mnozˇina vsˇech hranicˇn´ıch bod˚u mnozˇiny M , cozˇ jsou body
pro ktere´ plat´ı, zˇe kazˇde´ jejich okol´ı obsahuje alesponˇ jeden bod patrˇ´ıc´ı do M a
alesponˇ jeden bod nepatrˇ´ıc´ı do M nebo-li
A je hranicˇn´ı bod, pokud A ∈ M : ∀O(A, r) plat´ı, zˇe ∃ bod a ∈ O(A, r) takovy´, zˇe
a ∈M a soucˇasneˇ ∃ bod b ∈ O(A, r) takovy´, zˇe b /∈M.















Jednoducha´, konecˇna´, po cˇa´stech hladka´, uzavrˇena´ krˇivka : Je souhrn bod˚u
o sourˇadnic´ıch x, y vyja´drˇeny´ch rovnicemi v parametricke´m tvaru
x = x(t), y = y(t),
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kde t ∈ 〈α, β〉 a soucˇasneˇ −∞ < α < β <∞. Nav´ıc pro funkce x(t) a y(t) plat´ı:
1. Funkce x(t), y(t) jsou v 〈α, β〉 spojite´ a maj´ı zde po cˇa´stech spojitou derivaci,
2. Derivace x′(t), y′(t) nejsou nikde soucˇasneˇ rovny nule (plat´ı i pro body, kde
existuje jen derivace zprava cˇi zleva),
3. x(α) = x(β), y(α) = y(β),
4. Pokud soucˇasneˇ plat´ı
x(t1) = x(t2), y(t1) = y(t2),
pak t1, t2 jsou krajn´ı body intervalu 〈α, β〉.
Vlastnost 1 a 2 vyjadrˇuje po cˇa´stech hladkost krˇivky, vlastnost 3 poukazuje na
uzavrˇenost a posledn´ı vlastnost 4 vyjadrˇuje jednoduchost (krˇivka se neprot´ına´).
Nekonecˇna´ krˇivka: Je to souhrn bod˚u o sourˇadnic´ıch x, y vyja´drˇeny´ch rovnicemi
ve tvaru
x = x(t), y = y(t),
kde t ∈ (−∞,∞), prˇicˇemzˇ funkce x(t) a y(t) maj´ı na´sleduj´ıc´ı vlastnost:
lim
t→±∞
[x2(t) + y2(t)] =∞.
Pokud budeme nav´ıc pozˇadovat jednoduchost a po cˇa´stech hladkost, tak plat´ı vla-
stnosti 1, 2 a 4 stejneˇ jako u krˇivky konecˇne´.
Podteˇleso: Podteˇlesem teˇlesa T nazy´va´me otevrˇenou podmnozˇinu teˇlesa T , ktera´
vyhovuje podmı´nka´m definice teˇlesa (cˇa´st 1.1, definice 1.1).
Smycˇka: Smycˇka je jednoducha´, konecˇna´, po cˇa´stech hladka´, uzavrˇena´ krˇivka, ktera´
obklopuje neˇjaky´ bod.
Tenzor: K zaveden´ı pojmu tenzor budeme potrˇebovat na´sleduj´ıc´ı transformaci: Uva-
zˇujme n-dimenziona´ln´ı euklidovsky´ prostor Rn a ortogona´ln´ı transformaci Rn → Rn,
x 7→ x′, x = (x1, . . . , xn), x′ = (x′1, . . . , x′n). Pak plat´ı
x′i = aijxj + c
′
i (i = 1, . . . , n), (A.1)
kde matice (aij) je ortogona´ln´ı a n-tice c
′ = (c1, . . . , cn) uda´va´ sourˇadnice pocˇa´tku
necˇa´rkovane soustavy sourˇadnic v cˇa´rkovane´ soustaveˇ sourˇadnic.
Tenzorem N-te´ho rˇa´du (N = 1, 2, 3, . . . ) rozumı´me zobrazen´ı z mnozˇiny vsˇech
karte´zsky´ch soustav sourˇadnic do mnozˇiny N-dimenziona´ln´ıch matic T
T = (Ti1,...,iN ) (ik = 1, 2, . . . , n; ∀k = 1, 2, . . . , N),
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ktere´ prˇi transformaci (A.1) vyhovuje vztah˚um
T ′i1,...,iN = ai1j1 . . . aiN jNTj1,...,jN .
Tenzor 2. rˇa´du ma´ pak v n-dimenziona´ln´ım prostoru Rn tvar
T = (Ti1,i2) (ik = 1, 2 . . . , n)
a s vy´hodou lze k jeho vyja´drˇen´ı vyuzˇ´ıt maticovy´ za´pis
T =
T11 . . . T1n
...
...
Tn1 . . . Tnn
.
Tenzor T prˇi transformaci (A.1) vyhovuje vztah˚um
T ′i1,i2 = ai1j1ai2j2Tj1,j2 .
Tenzor 2. rˇa´du T = (Ti,j) nazveme symetricky´m, pokud plat´ı Ti,j = Tj,i. Pokud plat´ı
Ti,j = −Tj,i tak ho oznacˇujeme jako tenzor antisymetricky´.
Tota´ln´ı diferencia´l: Necht’ ma´ funkce f(x1, . . . , xn) v okol´ı bodu A = [a1, . . . , an]








dx2 + · · ·+ ∂f(A)
∂xn
dxn,
kde diferencia´l dxi = xi − ai (i = 1, . . . , n). Tota´ln´ı diferencia´l funkce v bodeˇ
A = [a1, . . . , an] prˇedstavuje rozd´ıl mezi hodnotou funkce a jej´ı tecˇnou rovinou v
bodeˇ A, pokud prˇejdeme do bodu A = [a1 + dx1, . . . , an + dxn].













kde m je rˇa´d diferencia´lu.
Taylor˚uv rozvoj (fce v´ıce promeˇnny´ch): Ma´-li funkce f(x1, . . . , xn) v bodeˇ
A = [a1, . . . , an] derivace azˇ do rˇa´du n, pak lze Taylor˚uv rozvoj rˇa´du n funkce f v
okol´ı bodu A zapsat pomoc´ı tota´ln´ıch diferencia´l˚u df takto










kde Rn+1 je Taylor˚uv zbytek. Pokud na´s zaj´ıma´ pouze linea´rn´ı cˇa´st Taylorova
rozvoje, pak ma´ tvar






Vybrane´ pojmy z pruzˇnosti
Pruzˇnost se zaby´va´ teˇlesy a jejich chova´n´ım prˇi jejich vneˇjˇs´ım zatezˇova´n´ı. K tomu,
abychom mohli prˇedpov´ıdat chova´n´ı teˇlesa (naprˇ. zda dojde k porusˇen´ı teˇlesa)
potrˇebujeme zna´t tzv. pole napeˇt´ı a deformace v tomto teˇlese (te´meˇrˇ ve vsˇech
prˇ´ıpadech). Fyzika´ln´ı vy´znam teˇchto pojmu˚ a pojmu˚ s nimi souvisej´ıc´ıch strucˇneˇ
pop´ıˇseme v na´sleduj´ıc´ım dodatku. Vesˇkere´ definice, veˇty a jejich d˚ukazy lze nale´zt
naprˇ. v [1],[4],[5].
Obecne´ napeˇt´ı: Obecne´ napeˇt´ı fA je silove´ p˚usoben´ı (na za´kladeˇ principu akce
a reakce) v bodeˇ A rˇezu ω teˇlesa T , ktere´ je neˇjaky´m zp˚usobem zat´ızˇene´ vneˇjˇs´ımi
silami a ve staticke´ rovnova´ze (nepohybuje se). Obecne´ napeˇt´ı fA ma´ tyto vlastnosti:
1. fA za´vis´ı na:
 tvaru teˇlesa T , rˇezu ω a poloze bodu A v teˇlese,
 vlastnostech soustavy vneˇjˇs´ıch sil Π (vneˇjˇs´ıho zat´ızˇen´ı),
 vlastnostech materia´lu teˇlesa,
2. pokud maj´ı rˇezy ωi, ktere´ procha´zej´ı bodem A stejnou norma´lu, tak obecna´
napeˇt´ı fA jsou stejna´,
3. obecne´ napeˇt´ı fA je linea´rn´ı kombinac´ı jednotkovy´ch vektor˚u en v bodeˇ A, tj.
fA = Tσen,
kde Tσ je tenzor napeˇt´ı (tenzor 2. rˇa´du),
4. nahrad´ıme-li silovou soustavu Π jinou silovou soustavou staticky ekvivalentn´ı
ΠE, potom je obecne´ napeˇt´ı (t´ım i napjatost) pro oba prˇ´ıpady obecneˇ r˚uzne´.
Z vlastnosti 3 plyne, zˇe pokud zna´me tenzor napeˇt´ı Tσ v bodeˇ teˇlesa, tak zna´me
obecne´ napeˇt´ı pro vsˇechny rˇezy, ktere´ lze dany´m bodem ve´st.
Vlastnost 4 by prakticky znemozˇnila rˇesˇen´ı napjatosti (i deformace) u veˇtsˇiny
u´loh. Ukazuje se vsˇak, zˇe nahrazen´ı silove´ soustavy Π silovou soustavou staticky
ekvivalentn´ı ΠE je mozˇne´, protozˇe napjatost je porusˇena jen v urcˇite´ oblasti okolo
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mı´sta staticke´ na´hrady. Tuto skutecˇnost vyjadrˇuje tzv. Saint-Venant˚uv princip (viz
n´ızˇe).
Napjatost v bodeˇ teˇlesa1: Mnozˇina obecny´ch napeˇt´ı ve vsˇech rˇezech ω, ktere´ lze
t´ımto bodem ve´st. Napjatost v bodeˇ teˇlesa je urcˇena tenzorem napeˇt´ı Tσ v tomto
bodeˇ.
Napjatost teˇlesa: Mnozˇina napjatost´ı ve vsˇech bodech teˇlesa. Je urcˇena ten-
zorovy´m polem napeˇt´ı (tj. mnozˇina tenzor˚u napeˇt´ı pro vsˇechny body teˇlesa).
Homogenn´ı napjatost teˇlesa: Nasta´va´ tehdy, pokud napjatost ve vsˇech bodech
teˇlesa je shodna´, nebo-li tenzory napeˇt´ı ve vsˇech bodech jsou shodne´.
Tenzor napeˇt´ı: Je symetricky´ tenzor 2. rˇa´du (viz prˇ´ıloha A, tenzor), ktery´ je
vztazˇen na teˇleso po deformaci. Lze ho zapisovat jako matici symetrickou vzhle-






Slozˇky σxx, σyy, σzz nazy´va´me norma´love´ slozˇky napeˇt´ı a σxy, σxz, σyz nazy´va´me tecˇne´
slozˇky napeˇt´ı. Uvedeny´ tenzor je pro prˇ´ıpad obecne´ napjatosti, v prˇ´ıpadeˇ rovinne´





kde ostatn´ı slozˇky tenzoru jsou nulove´.
Saint-Venant˚uv princip: Nahrad´ıme-li silovou soustavu Π soustavou staticky ek-
vivalentn´ı ΠE v okol´ı bodu A teˇlesa, pak napjatost teˇlesa bude prakticky stejna´ pro
obeˇ zateˇzˇovac´ı soustavy s vyj´ımkou jiste´ oblasti TS obsahuj´ıc´ı bod A (viz obr. B.1).
To znamena´, zˇe pokud pro posouzen´ı chova´n´ı teˇlesa nen´ı rozhoduj´ıc´ı oblast TS,
kde je napjatost porusˇena, pak mu˚zˇeme pouzˇ´ıt staticky ekvivalentn´ı silovou sousatvu
ΠE namı´sto p˚uvodn´ı silove soustavy Π. Saint-Venant˚uv princip tedy umozˇnˇuje:
1. zaveden´ı tzv. osameˇle´ s´ıly,
2. zava´deˇt vy´pocˇtove´ modely styku teˇles,
3. rˇesˇit napjatost a deformaci va´zane´ho teˇlesa ve dvou kroc´ıch a to rˇesˇen´ım
rovnova´hy teˇlesa jako celku a pak rˇesˇen´ım napjatosti a deformace uvolneˇne´ho
teˇlesa.
1Napjatost= stav vnitrˇn´ıch sil v bodeˇ teˇlesa
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Obra´zek B.1: Saint-Venant˚uv princip. Mimo oblast TS je rozd´ıl v napeˇt´ı
σ od p˚uvodn´ıho zat´ızˇen´ı Π a jeho staticky ekvivalentn´ı na´hrady ΠE mensˇ´ı
nezˇ stanovena´ prˇesnost δ.
Deformace teˇlesa: Deformace v teˇlese T je (obdobneˇ jako u napjatosti teˇlesa)
urcˇena tenzorovy´m polem deformac´ı (tj. mnozˇinou tenzor˚u deformac´ı pro vsˇechny
body teˇlesa). Deformace v bodeˇ A teˇlesa T (obdobneˇ jako obecne´ napeˇt´ı) za´vis´ı na:
 tvaru teˇlesa T , rˇezu ω a poloze bodu A v teˇlese,
 vlastnostech soustavy vneˇjˇs´ıch sil Π (vneˇjˇs´ıho zat´ızˇen´ı),
 vlastnostech materia´lu teˇlesa.
K popisu se pouzˇ´ıva´ tzv. tenzor deformace.
Homogenn´ı deformace teˇlesa: Nasta´va´ tehdy, pokud deformace ve vsˇech bodech
teˇlesa je shodna´, nebo-li tenzory deformac´ı jsou ve vsˇech bodech shodne´.
Tenzor deformace: Je dvoj´ıho typu podle toho o jakou deformaci se jedna´. Pokud
zkouma´me nelinea´rn´ı deformaci teˇlesa T , tak ji pop´ıˇseme pomoc´ı tzv. tenzoru konecˇne´
deformace a pokud se jedna´ o linea´rn´ı deformaci, tak ji pop´ıˇseme pomoc´ı tzv. ten-
zoru ryz´ı (male´) deformace. Protozˇe se tato pra´ce zaby´va´ pouze ryz´ı deformac´ı, tak
tenzor konecˇne´ deformace uvedeme bez odvozen´ı.
Tenzor konecˇne´ deformace je symetricky´ tenzor 2. rˇa´du( viz prˇ´ıloha A, tenzor),
ktery´ je vztazˇen na teˇleso prˇed deformac´ı. Lze ho zapisovat jako matici symetrickou






















(k, i, j = x, j, z), (B.1)
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kde u = (ux, uz, uz) je vektor posunut´ı.
Tenzor ryz´ı deformace dostaneme jako linea´rn´ı cˇa´st Taylorova rozvoje tenzoru
konecˇne´ deformace Tε dane´ho vztahem (B.1)
εij = εij(∂ux/∂x, ∂ux/∂y, . . . , ∂uz/∂z).

















(i, j = x, y, z), (B.2)






kde zby´vaj´ıc´ı slozˇky jsou nulove´.
Uvazˇujme jesˇteˇ deformaci u´secˇky dle obra´zku (B.2)
Obra´zek B.2: Deformace u´secˇky.
Definujme prˇ´ır˚ustek vektoru ∆x na´sledovneˇ
δ∆x = ∆x + u(x + ∆x)− [u(x) + ∆x] = u(x + ∆x)− u(x).
Vezmeme linea´rn´ı cˇa´st Taylorova rozvoje prˇ´ır˚ustku δ∆x a dostaneme
(δ∆x)i ≈ ∂ui
∂j
(x)∆j (i, j = x, j, z).
Rozdeˇl´ıme ∂ui/∂j na symetrickou a antisymetrickou cˇa´st
(δ∆x)i ≈ eij∆j + ωij∆j,
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kde eij jsou slozˇky tenzoru ryz´ı deformace (B.2) a vektor ωij∆j prˇedstavuje male´










(i, j = x, y, z).
Objemova´ s´ıla: Je to s´ıla, ktera´ p˚usob´ı v bodech teˇlesa T a je v ma´le´m prˇ´ımo
u´meˇrna´ objemu teˇlesa. Prˇ´ıkladem je t´ıhova´ s´ıla nebo odstrˇediva´ s´ıla prˇi rotaci. Ve-








kde T1 je podteˇleso s hranic´ı a dvojice (gx, gy) je vektor objemove´ s´ıly pro kazˇdy´ bod
podteˇlesa.
Rovnova´ha teˇlesa: Rovinne´ teˇleso je v rovnova´ze (staticke´) jestlizˇe plat´ı, zˇe soucˇet
vsˇech x-ovy´ch sil Fxi i y-novy´ch sil Fyi je roven nule a soucˇet vsˇech moment˚u MAi









V definici obecne´ho napeˇt´ı se prˇedpokla´da´, zˇe rovinne´ teˇleso T je v rovnova´ze.
Tuto rovnova´hu mus´ı splnˇovat i slozˇky tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy, σyy. Tedy plat´ı tzv.
rovnice rovnova´hy.
Rovnice rovnova´hy: Meˇjme rovinne´ teˇleso T , ktere´ je v rovnova´ze a na ktere´
p˚usob´ı vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı a objemova´ s´ıla q. Potom slozˇky tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy, σyy












+ gy = 0.
Rovnice kompatibility: Meˇjme jednodusˇe souvisle´ rovinne´ teˇleso T a trˇi funkce
exx, exy, eyy se spojity´mi parcia´ln´ımi derivacemi do druhe´ho rˇa´du. Potom nutna´ a
postacˇuj´ıc´ı podmı´nka, aby byly slozˇkami ryz´ı deformace teˇlesa T je, aby vyhovovaly










Pomoc´ı Hookova za´kona a rovnic rovnova´hy mu˚zˇeme rovnici kompatibility vyja´drˇit
pomoc´ı slozˇek tenzoru napeˇt´ı takto











kde λ, µ jsou materia´love´ konstanty a ∆ je Laplace˚uv opera´tor. Pro prˇ´ıpad nulovy´ch
objemovy´ch sil naby´va´ tvaru
∆(σxx + σyy) = 0.
Hooke˚uv za´kon: Popisuje vztah mezi napeˇt´ım a deformac´ı (tzv. konstitutivn´ı vzta-
hy) v teˇlese T . V obecne´ formeˇ pro prˇ´ıpad rovinne´ deformace/napjatosti v homoge-
nn´ım teˇlese ma´ tvar
σxx = c11exx + c12eyy + c13exy,
σyy = c21exx + c22eyy + c23exy,
σxy = c31exx + c32eyy + c33exy,
kde exx, eyy, exy jsou slozˇky ryz´ı deformace, σxx, σxy, σyy jsou slozˇky tenzoru napeˇt´ı
a konstanty cij (i, j = 1, 2, 3) jsou materia´love´ konstanty pro ktere´ plat´ı cij = cji.
Obecneˇ, pro prˇ´ıpad trojose´ napjatosti, obsahuje Hooke˚uv za´kon 21 neza´visly´ch
materia´lovy´ch konstant cij, ktere´ popisuj´ı homogenn´ı materia´l teˇlesa. V prˇ´ıpadeˇ izo-
tropn´ıho materia´lu se tyto konstanty redukuj´ı pouze na dveˇ tzv. elasticke´ Lame´ovy
konstanty λ, µ a Hooke˚uv za´kon pak naby´va´ tvaru
σxx = λΘ + 2µexx,
σyy = λΘ + 2µeyy,
σxy = 2µexy,
kde symbol Θ znamena´




Konstanty λ, µ vyjadrˇuj´ı urcˇite´ vlastnosti dane´ho materia´lu (nemu˚zˇou by´t libovolne´)
a plat´ı pro neˇ λ, µ > 0. V pruzˇnosti se cˇasto mı´sto Lame´lovy´ch konstant pouzˇ´ıva´































Obra´zek B.3: Hranova´ dislokace.
Hranova´ dislokace: Je typ cˇa´rove´ poruchy mrˇ´ızˇky, kdy chyb´ı urcˇita´ souvisla´ cˇa´st
atomu˚ a t´ım dojde k deformaci mrˇ´ızˇky v jej´ım okol´ı. Pro prˇedstavu si mu˚zˇeme
prˇedstavit naprˇ. cˇtverec atomu˚ 8x8, kde uprostrˇed chyb´ı naprˇ. 5 atomu˚ v rˇadeˇ.
Vlivem toho dojde k posunu okoln´ıch atomu˚ do mezery (viz obr. B.3). V pruzˇnosti
vsˇak fyzika´ln´ı podstata hranove´ dislokace nema´ takovy´ vy´znam jako jej´ı matema-
ticky´ popis. Jedna´ se totizˇ o tzv. Greenovu funkci u´loh typu modelova´n´ı trhlin v
neˇjake´m kontinuu. Pak jizˇ nehovorˇ´ıme o jedne´ hranove´ dislokaci, ale o spojite´m poli
dislokac´ı, ktere´ vsˇak ma´ opodstatneˇn´ı pouze v teoreticke´ rovinneˇ nemaj´ıc´ı zˇa´dny´
rea´lny´ ekvivalent.
Izolovana´ (osameˇla´) s´ıla: je s´ıla p˚usob´ıc´ı pouze v jednom dane´m bodeˇ teˇlesa.
Podobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ hranove´ dislokace nema´ fyzika´ln´ı vy´znam osameˇle´ s´ıly v
pruzˇnosti takovy´ vy´znam jako jej´ı matematicky´ popis2, kde se jedna´ o tzv. Green-
ovu funkci pro jisty´ typ u´loh.
2Osameˇla´ s´ıla ve skutecˇnosti nema´ rea´lny´ ekvivalent, jde pouze o teoretickou idealizaci
skutecˇne´ho zat´ızˇen´ı na za´kladeˇ Saint-Venantova principu.
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